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Este trabalho apresenta o desenvolvimento de simulagdes computacionais que
auxiliam nos estudos sobre o6rbitas descritas por satélites artificiais, com foco na
manobra de Hohmann, uma técnica fundamental para transferéncia eficiente de
satélites entre Odrbitas circulares. Além das aplicagdes praticas na industria
aeroespacial, este artigo contribui para o desenvolvimento continuo dos estudos sobre
drbitas, um tema essencial e relevante da fisica, especialmente em sua drea que lida
com simulagdes computacionais. O objetivo central do trabalho é construir programas
robustos e otimizados desenvolvidos utilizando a linguagem Python, com auxilio de
suas bibliotecas, capazes de representar, com a maior precisdo possivel, a manobra,
descrita matematicamente em detalhes ao longo dos tépicos do projeto. Durante o
desenvolvimento, diversas ideias foram colocadas em pratica, o que é util para
acompanhar as diferentes versdes e a evolucdo do projeto. O estudo foi bem-sucedido
em demonstrar a eficiéncia da manobra de Hohmann, bem como sua importancia na
industria. A versdo do cédigo desenvolvida para simular as multiplas trocas em uma
Unica manobra merece atencdo, pois se trata de uma pratica real da industria
aeroespacial que o trabalho conseguiu contemplar com sucesso, além de apresentar
exemplos de oOrbitas realmente utilizadas na pratica. A pesquisa abrange diferentes
versdes da manobra de Hohmann, com foco especial em uma representacdo
bidimensional do sistema, enquanto considera brevemente as possibilidades e
limitacGes de estudos tridimensionais. Os resultados obtidos ndo apenas confirmam a
eficiéncia da manobra de Hohmann, mas também destacam sua relevancia pratica na
dindmica orbital e sua aplicacdo na industria aeroespacial moderna.

Palavras-chave: Simulacdo Computacional; Fisica Computacional; Manobra de
Hohmann.
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1. INTRODUCAO

Os satélites artificiais desempenham um papel fundamental na era em que
vivemos. Por exemplo, as telecomunicac¢des e a aviacdo dependem amplamente desses
satélites para funcionarem adequadamente. Portanto, é de extrema importancia
estudar como posicionar e manter esses corpos em movimento em suas Orbitas
corretas. O conhecimento nesse campo é crucial para garantir a operagao eficiente e
confidvel dos satélites, permitindo que eles cumpram suas fung¢les vitais na
comunicacdo global e na facilitacdo das atividades aeroespaciais. Neste sentido, se faz
necessario o estudo tedrico da dinamica de satélites artificiais, ou seja, dos elementos

orbitais cldssicos e tipos de drbitas.

Em 1925, o engenheiro alemdao Walter Hohmann dedicou-se ao estudo do
problema da transferéncia de um veiculo espacial entre duas 6rbitas circulares em um
campo gravitacional newtoniano. Esse problema era de extrema importancia para o
desenvolvimento da exploracdao espacial, pois a transferéncia eficiente entre drbitas
era essencial para economizar combustivel e tempo nas missdes espaciais. Hohmann
desenvolveu uma solucdo matematica que ficou conhecida como "manobra de
Hohmann", que consistia em realizar duas manobras de propulsdo, uma para se
colocar em uma érbita eliptica de transferéncia e outra para se inserir na érbita final

desejada.

A manobra de Hohmann permitia que o veiculo espacial aproveitasse o campo
gravitacional para realizar a transferéncia entre as érbitas de forma mais eficiente. A
primeira manobra era realizada no perigeu da drbita inicial, onde o veiculo aumentava
sua velocidade para se inserir em uma 6rbita eliptica de transferéncia. No apoastro
dessa orbita, o veiculo realizava a segunda manobra, diminuindo sua velocidade para
se inserir na O6rbita final desejada. Essa estratégia de manobras proporcionava
economia de energia, pois permitia que a maior parte do impulso necessario fosse

obtida a partir da energia gravitacional.

O estudo de Hohmann foi um marco importante na exploragao espacial, pois
trouxe uma solucdo matemadtica para o problema da transferéncia entre oérbitas

circulares em um campo gravitacional newtoniano. Essa solucdo continua sendo
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utilizada até os dias de hoje como base para planejar trajetdrias de espaconaves e
satélites. Além disso, a manobra de Hohmann serviu de inspiracdo para o
desenvolvimento de outras técnicas mais avangadas, como as manobras assistidas pela
gravidade, que aproveitam a influéncia gravitacional de corpos celestes para

impulsionar a espaconave de forma ainda mais eficiente.

Neste trabalho, apresentamos uma fundamentacdo tedrica detalhada sobre a
manobra de Hohmann. Em seguida, sdo apresentados os cddigos desenvolvidos em
Python, acompanhados de exemplos das simula¢des realizadas. A conclusdo discute os
resultados obtidos, oferecendo uma analise critica. Além da base tedrica inicial,
também desenvolvemos um estudo abrangente sobre orbitas e os formalismos
lagrangiano e hamiltoniano, cujos detalhes estdao disponiveis nos apéndices. O trabalho
foi desenvolvido utilizando LaTex e todos os cddigos foram desenvolvidos utilizando a
linguagem de programacao Python. Durante o avang¢o do projeto, inteligéncias
artificiais generativas foram utilizadas para auxiliar no desenvolvimento dos cddigos

apresentados [1].

OBIJETIVOS

Desenvolver uma andlise detalhada da manobra de Hohmann, utilizando
abordagens analiticas e computacionais. O projeto visa calcular e simular as trajetérias
e variacOes de velocidade envolvidas na manobra, proporcionando uma compreensao
aprofundada dos principios que regem a transferéncia orbital eficiente entre duas

Orbitas circulares.

2. FUNDAMENTACAO TEGRICA

A manobra de Hohmann é uma técnica amplamente utilizada para transferir
espaconaves entre duas oérbitas circulares com raios diferentes. Este procedimento é
considerado energeticamente eficiente e envolve dois impulsos: um para transferir a
espaconave para uma Orbita eliptica de transferéncia e outro para inseri-la na orbita
circular final. Assim a diferenca de velocidades no periastro e apoastro entre as érbitas
circulares (inicial e final) e a orbita eliptica intermédia é exatamente o impulso

necessario.
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2.1 DESCRICAO DA MANOBRA

O satélite inicia em uma érbita circular de raio r, € usaum impulso para se

transferir para a orbita eliptica de transferéncia. O semi-eixo maior desta orbita eliptica

s

e

r. +r
1 2

2

Onde T, € o raio da orbita circular final desejada.

2.2 VELOCIDADE NAS ORBITAS

No intuito de obtermos as velocidades das érbitas que vamos considerar em
nosso estudo devemos assumir algumas premissas. Em primeiro lugar, os corpos sdo
considerados esféricos de maneira que pode-se assumir que as forgas atuam no centro
dos referidos corpos. Além disso, as Unicas forcas externas que atuam nos corpos sdo
as forgas gravitacionais. Neste contexto, vamos considerar a Lei da Gravitacional
Universal proposta por Newton. O médulo da forca gravitacional entre dois objetos de

massasm em, é dada por:

. o -11 2 2 , A
Onde G é a constante gravitacional de valor 6,67 X 10 Nm /kg e r é a distancia
entre os dois corpos. Ao considerarmos a Lei da Gravitacdo Universal e a aceleracdo
centripeta pode-se escrever as velocidades nas érbitas circulares iniciais e finais, ou

s€ja,

Onde GM é o produto da constante gravitacional universal e a massa do corpo central,

gue pode ser qualquer astro.
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2.3 IMPULSO NECESSARIO

Os impulsos Avl e sz necessarios para a manobra s3o:

onde Avl = vp —v e sz =v,—v_,ou seja, sdo as diferencgas entre as velocidades

no apoastro e periastro e aquelas das orbitas circulares.

2.4 DERIVAGAO DA VELOCIDADE TANGENCIAL NO PERIASTRO

Vamos deduzir a velocidade no periastro v que é na verdade a velocidade
P

tangencial Vg ja que a velocidade radial é nula nesse ponto.

A taxa de variacdo angular 0 é obtida pela relacdo do momento angular por

unidade de massa, ou seja,

O momento angular por unidade de massa h é constante e dado por

h =+GMp

2
ondep = a(l —e ) € o parametro da equacdo da orbita

p

r= 1+e cosb

ea= (rl + rz)/Z.

Portanto,



13

e' _ h _ +GMp
-T2 = 2
T T
como a velocidade tangencial é
vy = o,
entao
\GMp \GMp
v o= —— =
0 r r

No periastro, a distancia radial v é minima e igual a:

= = —L
r 7‘1 1+e

Assim, substituindo r, na expressdo da velocidade tangencial acima, isto &,
1
v, =L G tie:
1

Usando o fato de que pode-se escrever

chegamos a

Esta expressao reflete a velocidade no periastro, onde a energia cinética é maximizada

a potencial gravitacional minimizada, por estar mais proxima do corpo central.

2.5 RESULTADOS MATEMATICOS DA MANOBRA

Observamos que os estudos de Hohmann produziram importantes resultados
para o desenvolvimento da exploracdo espacial. As contas apresentadas na secdo (2.3)
podem ser reescritas de uma forma alternativa. Inicialmente o veiculo precisa sofrer a
primeira variacdo de velocidade para sair da orbita original. Essa variacdo de

velocidade pode ser expressa da seguinte forma:
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Onde V0 simboliza a velocidade inicial do corpo, R e R' denotam os raios das 6rbitas

inicial e final, respectivamente. Quando o veiculo atinge o ponto intermediario da

trajetéria, um novo impulso é aplicado de forma tangencial ao movimento. Essa

variacdo na velocidade é crucial para concluir a manobra, sendo expressa da seguinte

maneira [2].

e,
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3. METODO - CODIGO DESENVOLVIDO
Uma componente importante do trabalho sdo os cédigos que automatizam os
calculos apresentados e geram as imagens analisadas. Para isso foi escolhida a
linguagem Python e suas bibliotecas. Aqui estdo todos os cédigos escritos e o raciocinio

por tras de sua construcao:

3.1. PROTOTIPO

Apds todo o estudo do arcabouco tedrico que envolve a manobra, uma primeira
versao do cddigo foi desenvolvida. Esse protétipo visa apenas explicar o conceito
basico da manobra e realizar as contas necessarias para determinar o valor das
variacdes de velocidade bem como o tempo necessario para finalizar a transferéncia.
Para a realizacdo dessas contas o usudrio deve inserir a velocidade inicial do veiculo, o
raio da dorbita que o objeto estd descrevendo, o tempo necessario para completar uma

volta e a drbita final que o veiculo descrevera ao final da manobra.

Aqui estd o codigo responsavel por essa tarefa:

import math

olta completa ao redor da Terra (em segundos): ']}

a variagao de vel

rbita_final

ara a realiza

Imagem 01: Cédigo do Protdtipo

3.2. ORBITA EM 2D - COORDENADAS CARTESIANAS
Em paralelo ao protdétipo descrito acima foi desenvolvido um cédigo que visa
desenhar a trajetdria estudada. Em um primeiro momento, essa figura foi expressa em

coordenadas cartesianas e sem a possibilidade de interagdo com o usuario.

Aqui estd o codigo responsdavel pelo desenho:
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alransfer

y[t, aTransfer, eTransfer}] f
space (B, 2*np.pi

. 001
., arbit final

alransfer, eTransfer|, yit. aTransfer, eTransfer))

, arbit f

Imagem 02: Cadigo para Coordenadas Cartesianas

3.3. ORBITA EM 2D - COORDENADAS POLARES
Durante os estudos, foi observado que, devido a questdes de simetria e

apresentacdo das imagens, seria mais adequado representar o sistema em
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coordenadas polares. Assim, o cddigo original foi convertido para esse sistema de
coordenadas. Além disso, foi implementada uma interface que solicita ao usudrio a
insercdo dos seguintes dados: o raio da drbita inicial em quilémetros, o raio da dérbita
final em quilémetros, a velocidade inicial do veiculo e o tempo necessario para o

satélite completar uma volta ao redor da Terra.

Com as respostas fornecidas pelo usuario, o programa é capaz de calcular as
duas variacoes de velocidade necessarias para a manobra e o tempo total envolvido,
além de gerar uma figura ilustrativa do trajeto orbital. Além da conversao da imagem
para coordenadas polares, foi possivel integrar o trabalho desenvolvido no protdtipo,

resultando no que é apresentado a seguir.
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Imagem 03: Cddigo para Coordenadas Polares

3.4. ORBITAEM 3D

Durante o desenvolvimento do trabalho foi cogitada a criacdo de uma
simulacdo em trés dimensdes para ilustrar a manobra. Em seguida percebemos que
isso ndo era necessario uma vez que ndo ha, no nosso embasamento matematico, a

necessidade de se trabalhar com uma terceira dimensdo espacial. Uma versao inicial
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foi feita com as exatas mesmas funcionalidades do cédigo apresentado acima mas que

ainda ndo mostra perfeitamente a interacdo em 3D:

Imagem 04: Codigo para Modelo Tridimensional

3.5. MULTIPLAS TROCAS
Durante os estudos, percebemos que o maior desafio na execu¢dao de uma

manobra orbital é a questdo energética. Na pratica, para economizar o maximo de
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combustivel possivel, diversas manobras sao realizadas, mesmo que isso implique em
um tempo maior de execucdo. Em resposta a essa necessidade, o cddigo descrito no
item 4.3 foi aprimorado para suportar a simulacao de varias manobras intermedidrias.
Para isso, foi introduzida uma nova interface em que o usudrio é solicitado a inserir o
nimero de manobras que deseja calcular, além de fornecer o raio da érbita inicial em
quildmetros, o raio da drbita final em quilobmetros, a velocidade inicial do veiculo e o
tempo necessdrio para o satélite completar uma volta ao redor da Terra. A seguir,
apresentamos o cédigo em Python que simula multiplas trocas de érbita do veiculo.

Esta pode ser considerada a versao final do trabalho.



Imagem 05: Codigo para Multiplas Trocas
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO - IMAGENS GERADAS
Para exemplificar os resultados gerados pelos codigos do item 3, foram
realizadas trés simulagcdes distintas. A primeira simula¢do analisou a transicao entre
uma orbita baixa e uma 6rbita média, correspondente a altitudes de 1000 km a 10000
km. A segunda simula¢do abordou a transicdo entre uma 6érbita média e uma érbita
geoestacionaria, variando entre 10000 km e 36000 km. Por fim, a terceira simulagdo
examinou a transicao direta entre uma Odrbita baixa e uma orbita geoestacionaria,

cobrindo altitudes de 1000 km a 36000 km.

4.1. PROTOTIPO

Como descrito no item 3.1, o objetivo do protétipo é simplesmente perguntar
a0 usuario parametros sobre a manobra, automatizar as contas e exibir o resultado.
Por isso ndo existem imagens das trés simulacdes propostas, apenas a captura de tela
do terminal. Nota-se que quando o usuario respondeu as perguntas propostas o script

realizou os cédigos apresentados no item 2.5.

inicial do veic m/s): 100
ici

(e

para criar uma variagao na velocidade de: 34.84 m/s
ma nova variagdo de velocidade.

manobra em fungdo do periodo da érbita inicial.
386.96 segundos.

Imagem 06: Resultado do Protdtipo

4.2. ORBITAS EM 2D - COORDENADAS CARTESIANAS

Neste ponto do trabalho a interagdo com o usudrio ainda nao havia sido
desenvolvida. Por isso o cédigo é capaz de gerar apenas uma simulagao padrdo. S6 é
possivel alterar os pardametros dessa simulacdo fazendo alteracdes no cddigo. Na
imagem tem-se as duas Orbitas circulares em preto conectadas pela Oorbita

intermediaria em azul.
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Imagem 07: Resultado do Modelo Cartesiano
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Com a construcdo de uma simulacdo em coordenadas polares fica nitida a

diferenca entre a representacdo em cada tipo de coordenada. Por questées de

apresentacdo a nivel gréafico e facilidade nas operacGes matematicas, apresentar esse

tipo de sistema em coordenadas polares se mostra a melhor opc¢do. Aqui ja se tem

mais claro as distancias e raios das orbitas. A drbita azul no centro das figuras

representa a trajetdria inicial descrita pelo corpo e, em vermelho, temos representada

a Orbita alvo da manobra. A drbita intermediaria que conecta as duas esta expressa em

amarelo.



Manobra de Hohmann em 2-D

90°

10000

Imagem 08: Coordenadas Polares - Baixa para Média

Manobra de Hohmann em 2-D

90°

Imagem 09: Coordenadas Polares - Média para Geoestaciondria
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Manobra de Hohmann em 2-D

20°

Imagem 10: Coordenadas Polares - Baixa para Geoestacionaria

4.4. ORBITAS EM 3D

Esse cddigo permite que o usudrio rotacione a ilustracdo, entretanto, ndo é
possivel representar esse recurso em um artigo. Uma evolucdo proposta nesse ponto
do trabalho foi a adicdo de uma legenda explicando os elementos da imagem. A
representacao tridimensional ndo foi realizada com éxito, ja que o programa nao leva
em consideracao varidveis intrinsecas a essa dimensdo. O resultado gerado permite

gue a rotacao bidimensional seja visualizada de diversos angulos.



Manobra de Hohmann em 3-D

—— Orbita Inicial
Orbita de Transferéncia
Orbita Final

e Planeta (Terra)

X 5000 10000 —10000

Imagem 11: Representac¢do 3D - Baixa para Média

Manobra de Hohmann em 3-D

—— Orbita Inicial

Orbita de Transferéncia
Orbita Final

e Planeta (Terra)

Imagem 12: Representacdo 3D - Média para Geoestaciondria
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Manobra de Hohmann em 3-D

—— QOrbita Inicial
Orbita de Transferéncia
—— Orbita Final
e Planeta (Terra)

Imagem 13:Representagao 3D - Baixa para Geoestaciondria

4.5. MULTIPLAS TROCAS

Estas representacdes permitem que o usuario visualize multiplas manobras em
uma mesma imagem. As figuras contam com os elementos descritos acima, além de
uma Orbita branca representando as intera¢des realizadas. Além das perguntas feitas
a0 usuario, necessarias para a realizacao dos cdlculos, essa versao também solicita que
0 usuario insira o numero de interagdes intermedidrias a serem realizadas. Para todas

as imagens geradas com esse codigo foram selecionadas duas manobras por interacao.



Manobras de Hohmann em 2-D

90

10000

- Orbita inicial

Orbita intermediéria
- Orbita final

Planeta (Terra)

Imagem 14:Multiplas Trocas - Baixa para Média

Manobras de Hohmann em 2-D

920°

Orbita inicial )
Orbita intermediaria [l
Orbita final

Planeta (Terra)

Imagem 15:Multiplas Trocas - Média para Geoestacionaria
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Manobras de Hohmann em 2-D

90°

- Orbita inicial

Orbita intermediaria
- Orbita final

Planeta (Terra)

Imagem 16:Multiplas Trocas - Baixa para Geoestacionaria

4.6. RESULTADOS MATEMATICOS
As simulac¢Oes geradas nos itens 4.3 e 4.4 apresentam o resultado dos calculos

matematicos descritos da seguinte forma:

Para a realizagdo desses calculos sera considerado um periodo de 3600

segundos e uma velocidade de 3000m/s.

Resultados x

() Delta V1 = 1045.20

Y Delta V2 = 544.16
Tempo Total = 23217.56
segundos

OK

Imagem 17:Resultado - Baixa para Média
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Resultados x

Q" Delta V1 = 729.49
Delta V2 = 530.07
Tempo Total = 5873.63
segundos

oK

Imagem 18:Resultado - Média para Geoestaciondria

Resultados »

(;u Delta V1 = 1184.91
Delta V2 = 383.75
Tempo Total = 143228.72
segundos

DK

Imagem 19:Multiplas Trocas - Baixa para Geoestacionaria

Uma vez que o item 4.5 apresenta multiplas interagdes, mostra-se necessaria a

existéncia de mais de uma caixa de resultado, uma para cada manobra.
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5. CONSIDERAGOES FINAIS

Ao longo do projeto, foram desenvolvidas diversas simulagdes computacionais
bem-sucedidas da manobra de Hohmann. Para tal, foram elaborados cinco cédigos em
Python, cada um projetado para modelar diferentes aspectos da manobra. Apds a
conclusdo de cada cdédigo, a equipe realizou e armazenou as simulagdes

correspondentes, assegurando a precisdo e a validade dos resultados obtidos.

Foi possivel demonstrar nas simulacdes a manobra sendo executada nas
principais drbitas usadas na realidade aeroespacial. Em particular, o codigo que retrata
multiplas trocas orbitais mostrou-se préximo das praticas reais da industria,
oferecendo uma representacado fiel das estratégias utilizadas para otimizar o uso de

combustivel em detrimento do tempo durante a execucdo dessas manobras.

O estudo da mecéanica Lagrangiana e Hamiltoniana também foi realizado pois
proporciona uma base tedrica robusta para compreender as trocas de 6rbitas de
satélites, oferecendo uma visdao aprofundada das forcas e energias envolvidas no
processo. Ao utilizar essas abordagens, é possivel modelar as trajetérias com maior
precisdo e prever o comportamento dindmico dos satélites sob a influéncia de campos
gravitacionais e outros fatores perturbadores. A aplicacdo desses principios na andlise
de manobras orbitais, como a de Hohmann, permite ndao apenas otimizar o uso de
combustivel e tempo, mas também explorar solucdes inovadoras para desafios
complexos da engenharia espacial. Assim, a mecanica Lagrangiana e Hamiltoniana se
revelam ferramentas essenciais para o desenvolvimento e a execucdo de estratégias
eficientes de transferéncia orbital, contribuindo significativamente para a evolu¢do das
tecnologias aeroespaciais. A continuidade do projeto pode ser ampliada ao considerar

as mecanicas Lagrangiana e Hamiltoniana como perspectivas futuras.

Desta forma, o trabalho realizado cumpriu seu objetivo central, fornecendo
uma ferramenta robusta para a simulacdo da manobra de Hohmann e contribuindo

para o estudo das dinamicas orbitais.
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APENDICE A - MECANICA LAGRANGIANA

A mecanica Lagrangiana é uma formulagdo da mecanica classica baseada no
principio da menor a¢do, onde as equagdes de movimento sdo derivadas a partir de
uma funcdo chamada Lagrangiana, que geralmente é expressa como a diferenca entre
a energia cinética T e a energia potencial IV do sistema: L = T — V. Ao invés de lidar
diretamente com as forcas, como na abordagem Newtoniana, a mecanica Lagrangiana
descreve o movimento dos sistemas fisicos utilizando coordenadas generalizadas e
suas velocidades associadas. As equacdes de movimento sdo obtidas aplicando as
equacdes de Euler-Lagrange, que derivam do principio de Hamilton, afirmando que a
trajetéria real seguida por um sistema entre dois instantes é aquela que minimiza a
acao S, definida como a integral da Lagrangiana ao longo do tempo. Esta formulagao é
poderosa para resolver problemas complexos, especialmente em sistemas com

restricdes ou em diferentes sistemas de coordenadas [3].
A.l. DEMONSTRACAO DA EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

A equacdo de Euler-Lagrange pode ser derivada a partir do principio da acao
minima, que afirma que a trajetéria que um sistema fisico segue entre dois instantes

de tempo t1 e t2 é aquela que minimiza a acdo S, definida como:

t

Sta®1 = | L(q ¢’ t)dt,

t
1

onde:
e ((t) sdo as coordenadas generalizadas do sistema,

° q°(t) = %Z“ sdo as velocidades generalizadas,

e téotempo.
A.1.1 VARIACAO DA ACAO

Considerando uma pequena variagdo 8q(t) na trajetéria q(t), a variagdo

correspondente na agao é:

65 = S[q(t) + 8q()] — S[q(V)].
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Substituindo a defini¢do de S:

t t
oS = sz(q + &g, q. + 8q., t)dt — sz(q, q', t)dt.
t t

1 1

Podemos reescrever isso como:

L

oS = f[L(q + 68q, q' + Sq', t) - L(q, q°, t)]dt.

&

A.1.2. EXPANSAO DE TAYLOR DA LAGRANGIANA

Expandindo L(q + §8q, q' + 8q., t) em série de Taylor em torno de q e q',

mantendo apenas os termos de primeira ordem:
: A : AL AL o ¢
L(q + 8q,q + &q, t)— L(q, q, t)+ a4 0q + x 0q

Desprezando os termos de ordem superior, a variacdo da acdo 8S torna-se:

t

8S —f(jg 5q +—8q)d
t

INTEGRAGAO POR PARTES

dL o * ) . .
O termo TSq contém uma derivada de g para simplificar fazemos uma
q

integracdo por partes, onde u = % edv = 8q.dt:
q

t
2
—J %(—)Sq dt.
t

1 1

f—s “dt = [—Sq]

t

t
L dL 2, .
O primeiro termo TSq é uma integral de contorno e desaparece porque
q
t

1

assumimos que a varia¢ao 8q(t) é nula nos extremos toet.
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Assim, a variacao da a¢ao reduz-se a:

t

2

_ ([dL  d dL
ss_f(dq - dq,)Sth.
1

Para que a ac¢do seja um extremo (minima ou estacionaria), a variacdo 6S deve
ser zero para qualquer variagdo 8q(t). Como 8q(t) é arbitraria, isso implica que a

expressao dentro do parénteses deve ser zero:

4L d o dl _

dq F dq.

Esta é a equacdo de Euler-Lagrange:
d [ dL dL
F(_) ~—a =0
dq
Essa equacdo descreve as equagdes de movimento do sistema em termos da

Lagrangiana L(q, q', t).

A.2. DETERMINANDO O MENOR CAMINHO ENTRE DOIS PONTOS

A distancia diferencial é dada por:
ds’ = dx" + (le2

Assim, a distancia elementar é:

ds = dx’ + dy2

Considerando dy = y'(x)dx, temos:

ds =1 + y'zdx

O comprimento do caminho é entao:

X

2
L=/[~+1+ y'zdx

X
1

Onde:
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V1 + v =fo ', )

1
2

diy, v, 9= (1+y")

Aplicando a equacgdo de Euler-Lagrange:

_d(df)_ df _
i)~ =0

Onde% = 0e:
y

Derivando em relagdo a x:

y

(1+57)

Logo, € uma constante, o que leva a conclusdo de que a solugdo é uma

T
2
reta:

y=mx+b

A.3. CALCULO DA BRAQUISTOCRONA

O problema da braquistdcrona consiste em encontrar a curva mais rapida para
um objeto deslizar sob a influéncia de um campo gravitacional uniforme, de um ponto
A a um ponto B, onde B nao esta verticalmente abaixo de A. O termo "braquistécrona"
vem do grego "brachistos" (o mais curto) e "chronos" (tempo), significando "o tempo

mais curto"[3].

O tempo diferencial é dado por:

dt = 45— ax*+dy?
v
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Usando a conversao de energia:
1 2
Smv. = mgy
Ou

v =29y

Portanto:

e = AmE)

2oy Y

O tempo total é:
2
At = — bt
Vg7 Ay

Para minimizar essa integral, aplicamos a equac¢dao de Euler-Lagrange para o

integrando:
* _ 1+x”
flo 7 9) = L
Derivando:
ar _ 0 Aaf __x
dx 7 dx W\/;
e

Sendo ¢ uma constante:

Para encontrar x, resolvemos a integral:

x = [|5a5dy



A solugdo paramétrica em termos de 0 é:

x(0) = ab — asenb

y(0) = a(l — cosB)

38
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APENDICE B - MECANICA HAMILTONIANA

A mecanica Hamiltoniana, introduzida por William Rowan Hamilton no século
XIX, € uma reformulacdo elegante e poderosa da mecanica cldssica. Diferente da
mecanica Lagrangiana, que se baseia nas coordenadas generalizadas e suas
velocidades associadas, a mecanica Hamiltoniana faz uso das coordenadas
generalizadas e dos momentos conjugados, formando um conjunto de equagdes
diferenciais de primeira ordem conhecidas como equag¢bes de Hamilton. Essa
abordagem ndo sé facilita a andlise de sistemas complexos e conservativos, como
também estabelece a ponte entre a mecanica classica e a mecanica quantica, através

da analogia entre o formalismo de Hamilton e o formalismo quantico [3].

B.1. EQUAGOES DE HAMILTON PARA SISTEMAS UNIDIMENSIONAIS

Dado um sistema com coordenadas generalizadas g e suas velocidades g , a

Lagrangiana L é definida como:

L=1L(q q)- U@.

A Lagrangiana para um sistema conservativo com coordenadas naturais em uma

dimensdo pode ser escrita na forma geral
L=1(q ¢)=T-U=FA@q" - U(@).
A fungdo Hamiltoniana H é dada por:
H(qi' by t) - zi:piq; - L

Onde os momentos conjugados P, sao dados por:

Neste caso,

= _ ;—;[%A(q)q'z - U(q)] = A(q)q .

dq'

O que nos leva a

H=pq ~L=4a@qd - |[+a@q” - v(@)
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Ou seja,

o2 1 2 1 YA
H=A@Qq —SA@q + U@=-4A@q + U.
Entao,
H=T+U

Que é a energia total do sistema. Por outro lado vimos que

dL .

— 4L R
P="r "1 =g =1@pn)

Assim,

H = pq'(q, p) - L(aq'(q p))

Vamos calcular as derivadas de H = H(q, p) utilizando a regra da cadeia, ou seja,

dH dq’ dL dL dq
—_ = _ =4 =+
dq p dq (dq dq’ dq )'
ou ainda,
dH _ dg _ dL _  dg
dg ~ PTag T Tag dq
O que nos leva a
dH __ _dL
dg ~  dq’

Lembrando da equacdo de Euler-Lagrange
d (L) _ d
dt \ qq° | da
Temos que:
4 __dfdl)__d  __ ¢
g~ dt\ g ) aP TP
Que é exatamente a primeira das duas equag¢des de movimento de Hamilton.

. dH

dq
Para obtermos a segunda equagdao vamos tomar a derivada de H em relagao a p
. Note novamente que H = pq (g, p) — L(q, q (q, p)).

dH d dL dq’

= pa@ ) -

. . dL .
Tomando a derivada do primeiro termo e lembrando que —d — = p, obtém-se
q

dH _ dp - dg” _ dq
dp_dpq-l-pdp P=ap




Desta forma, escreve-se a segunda das equac¢des de Hamilton:

. dH
q dp "

41
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APENDICE C - ESTUDO SOBRE ELIPSES

C.1. ELIPSES EM COORDENADAS CARTESIANAS

e Fixados os focos F1 e Fz’ o conjunto dos pontos P tais que PF1 + PF2 = 2a

(constante) define uma elipse.

e Distancia focal: F1F2 = 2c
e Excentricidade: e =f, onde0 < e <1

~ . . , 2 2 2
e Arelagdo entre os eixos da elipse édadapora =b + ¢

A equacao da elipse é:

2 2
(), b
a b

Onde (xo, yo) é o centro da elipse.

Ao aumentar a excentricidade e, a distancia entre os focos da elipse aumenta,
tornando-a mais alongada. Por outro lado, ao diminuir e, a distancia entre os focos

diminui, tornando a elipse mais semelhante a uma circunferéncia.
C.2. ELIPSES EM COORDENADAS POLARES
Para uma elipse em coordenadas polares, temos a relagao:
d(P, F)=e -d(P, S)
A equacgdo da elipse é dada por:
r=-e(d — x)
Ou de forma expandida
r =ed — er - cosO
Que pode ser reorganizada como
r(1 + e - cosB) = de

Portanto,



43

_ de
T‘(e) ~ 14e-cos®

Onde e deve necessariamente ser menor que 1. Interpretacdo geométrica de d: Para
0 =—-ouB = 3m, temos r(8) = de

2

2de é a menor corda que passa pelo foco da elipse, chamada de corda focal

minima ou latus rectum.
Determinacdo do eixo maior (2a):
2a =10 + rm

Substituindo:

de de
2a = 1+e-cos6 + 1—e-costm
Que resulta em:
de—de2+de+de2
2a =——mF5F
1—e
Portanto:
a = de
1—e2
Onde:
2 b
1—e = -
a
E:
aZ
a =de—
Resultando em:
bZ
— = de
a
Nas drbitas temos:
2 2
L
r((—)) _ ¢ /cm

1+e-cos6



Onde e

44



